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Resumen

Uno de los problemas historicos de la Matematica es el de la duplicacion de un cubo. En Atenas se
desarrollé una tremenda peste que asolaba a la poblacion.
Incluso su gobernante, Pericles murié en el afio 429 a. C.
Consultado el oraculo de Apolo este dijo que se terminaria
con la peste si se construia un altar que fuese doble del que
habia (que tenia forma de cubo).

No se logré dar con la solucién. Se debe buscar la razén de
proporcionalidad entre los lados para que el volumen sea
doble. La peste se termind, pero el problema se quedd sin
resolver durante siglos, pero tu vas a saber solucionarlo
cuando estudies este capitulo.

También vamos a estudiar el teorema de Tales y su aplicacidon a reconocer cuando dos triangulos son
semejantes. Son los criterios de semejanza de triangulos.

Utilizando la semejanza de triangulos demostraremos dos teoremas, el teorema de la altura y el del
cateto.
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1. FIGURAS SEMEJANTES

1.1. Figuras semejantes

Durante este capitulo hablaremos Unicamente de Ia Fgﬁ.
proporcionalidad geométrica, la semejanza. -l

\X\

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. Es muy util saber
reconocer la semejanza para poder estudiar una figura e inferir
asi propiedades de una figura semejante a ella que es mas grande
o inaccesible. La semejanza conserva los dngulos y mantiene la proporcidn entre las distancias.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son proporcionales y sus dngulos son iguales.

1.2. Razon de semejanza. Escala.

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al
coeficiente de proporcionalidad se le llama razén de semejanza. Cuando representamos algo mediante
una figura (3D) o un plano (2D) la razén de semejanza también se la llama escala.

En el lenguaje matematico existen dos herramientas fundamentales para describir una proporcién: El
producto y el cociente.

El producto indica cudntas veces mayor es la representacidon frente al modelo. Se suele denotar
mediante el signo de producto “X” (10X, 100X, etc.) indicando asi la razén de semejanza.

Ejemplo:

e Una representacion a escala 100X de una célula, indica que la representacion es 100 veces mas
grande que el modelo, o que 100 células en fila tienen la misma longitud que la representacion.

La division indica el camino contrario, o cudanto mas pequefio es el modelo frente a su representacién.
Se suele denotar mediante el simbolo de division “:” (1:100, 1:500, etc.) lo que indica la razén de
semejanza.

Ejemplo:

e Un plano de construccion de un edificio de escala 1:100, indica que la representaciéon es 100
veces mads pequefa que el modelo. Si una distancia en el plano es 10 cm, esa misma distancia en
la realidad serd de 10 m.

Para escribir una razén de semejanza en lenguaje algebraico se utilizan dos operadores: el producto (x)
y el cociente (:).

Cuando hablamos de semejanza geométrica, nos referimos a proporcionalidad en cuanto a longitudes,
pero también hay otros atributos en los que podemos encontrar semejanzas entre un modelo y un
semejante. En general, cualquier magnitud que sea medible tanto en el modelo como en su semejante,
es apta para establecer una relacién de semejanza.

Siempre que se puedan comparar dos magnitudes de un atributo comun, es posible establecer una
razén de semejanza.

Actividades resueltas

e Si un microscopio tiene un aumento de 100X, iqué tamafo (aparente) piensas que tendra la
imagen que se vea por el objetivo si observamos un pelo de 0,1 mm de espesor?
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0,1mMmX100=10mm=1cm.
e Averigua la altura de una casa que mide 20 cm de alto en un plano de escala 1:100.

Si H es la altura de la casa y h el tamafio en el plano, sabemos que h = H/100, por lo tanto, H = 100 - h.
H=100-20cm =20 m. Comprobacion: Es una casa de unos 7 pisos.

1. Mide tu altura en una foto y calcula el factor de semejanza.

1.3. Semejanza en longitudes, areas y volumenes
Longitud de figuras semejantes

En las figuras semejantes la forma no varia, Unicamente cambia el tamafio. Las longitudes son
proporcionales. En el siguiente apartado demostraremos el teorema de Tales que es el fundamento
matematico de la semejanza.

La razén de semejanza se aplica a todas las longitudes del modelo por igual.

Cuando las propiedades de una figura dependen de la longitud, como el area y el volumen, estas
propiedades también cambian en la figura semejante, aunque no de la misma manera que la longitud.

Ejemplo:
e Sieldreadel cuadradoes A=1?=1-L, el drea de un cuadrado semejante de razdn 2, sera:

A=2L-20=22-LL=22-12=4-?

Areas de figuras semejantes 1 10

El drea de una figura es una propiedad que
depende de la longitud de sus segmentos. En
concreto, la relacién entre la longitud de una figura - o5 25>
y su drea es cuadratica. 1mz | 1ma

10

1m2 1m2

10
20

10

Cuando se aplica el factor de semejanza, se
conserva la relacién cuadratica entre longitud vy
area, por lo que en una figura plana (2D), provocara

20

un aumento de su area proporcional al cuadrado.
Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, la relacién entre sus areas, Ay A’ es:
A’ = kLl * kLz = kk : L1'L2 = kZA

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus areas es k>.

Ejemplo:
e Un televisor de 40 pulgadas cuesta aproximadamente -
cuatro veces mds que uno de 20. Por extrafio que parezca, w "
el aumento de precio estd justificado. El tamafio del |

televisor, indica la longitud de su diagonal en pulgadas. Una
longitud doble, implica un area cuatro veces mayor y por
tanto necesita cuatro veces mas componentes electrénicos.
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Ejemplo:

e Observa la figura del margen. Si multiplicamos por 2 el lado

del cuadrado pequefio, el drea del cuadrado grande es 2% = 4 veces

la del pequefio.

Volumenes de figuras semejantes

El volumen de una figura es una propiedad que depende de la longitud de sus segmentos. En este caso,
la relacidon entre las longitudes de una figura y su volumen es cubica.

Cuando se aplica el factor de semejanza, esta relaciéon cubica provocara un aumento de su volumen
proporcional al cubo (k3). Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, y el volumen
de partida es V = L;-L,-L3: al aplicar la semejanza se tiene:

Vk = kl.l . kLz . kL3 = kkk * L1'L2‘I.3 = k3 : I.l'Lz‘l.g = k3 -V

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces entre sus volUmenes es K.

Ejemplo:
e Observa la figura del margen. Al multiplicar por 2 el

lado del cubo pequeiio se obtiene el cubo grande. El volumer

del cubo grande es 8 (2°) veces el del cubo pequefio.

Actividades resueltas

e La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Estd
construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que
pese sélo un kilo, ¢qué altura tendrd? ¢ Serd mayor o menor que un ldpiz?

El peso estd relacionado con el volumen. La torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una,
exactamente del mismo material que pese 1 kilo. Por tanto k> = 8000000/1 = 8 000 000, y k = 200. La
razon de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.

Si la Torre Eiffel mide 300 m de altura (mide un poco mds, 320 m), y llamamos x a lo que mide la
nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos x que resulta igual a x = 1,5 m. iMide metro y medio! jEs
mucho mayor que un lapiz!

2. El didametro de un melocotén es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el
volumen del melocotdn, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. éCual es la
razon de proporcionalidad entre el volumen del melocotdn y el del hueso?

3. Enla pizzeria tienen pizzas de varios precios: 3 €, 6 € y 9 €. Los diametros de estas pizzas son: 15 cm,
20 cm y 30 cm, écudl resulta mds econdmica? Calcula la relacién entre las areas y comparala con la
relacion entre los precios.

4. Una maqueta de un depdsito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura, queremos
que tenga una capacidad de 1 litro. ¢ Qué altura debe tener la maqueta?
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2. EL TEOREMA DE TALES

2.1. Teorema de Tales

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas
paralelas entre si, a y b. La recta a corta a las rectas r y r’ en los
puntos Ay C, y larecta b cortaalasrectasryr’enlos puntos By D.
Entonces el Teorema de Tales afirma que los segmentos son
proporcionales:

OA _OC _AC _OA+OC+AC
OB OD BD O0B+0D+BD

Se dice que los tridngulos OAC y OBD estan en posicion Tales. Son semejantes. Tienen un dngulo comun
(coincidente) y los lados proporcionales.

Actividades resueltas

e Sean OAC y OBD dos tridngulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 20 cm, y OA mide 2
cm, AC mide 5 cm y OC mide 3 cm. Calcula las longitudes de los lados de OBD.

, A A A + +A .
Utilizamos la expresion: OA :O—C——C—w sustituyendo los datos:

OB OD BD O0OB+0D+BD
2 3 5 24345 10 1
OB OD BD 20 20 2’
por lo que despejando, sabemos que: OB=2:2=4cm; OD=3-2=6cm, y BD =5-2 =10 cm. En efecto: 4
+ 6+ 10 = 20 cm, perimetro del triangulo.
e Cuenta la leyenda que Tales midio la altura de la piramide de Keops comparando la sombra de
la pirdmide con la sombra de su baston. Tenemos un baston que mide 1 m, si la sombra de un
drbol mide 12 m, y la del bastdn, (a la misma hora del dia y en el mismo momento), mide 0,8

m, écudnto mide el drbol?

Las alturas del arbol y del bastén son proporcionales a sus sombras, (forman tridangulos en posicién
Tales), por lo que, si llamamos x a la altura del arbol podemos decir:
0,8 12
T=—. Por tanto x = 12/0,8 = 15 metros.
X

5. En una foto hay un nifio, que sabemos que mide 1,5 m, y un edificio. Medimos la altura del nifio y
del edificio en la foto, y resultan ser: 2 cm y 10 cm. {Qué altura tiene el edificio? Comprobacion: ¢ El
resultado te parece real? ¢ Es posible que un edificio tenga esa altura?

6. Se dibuja un hexdgono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexagono regular. Indica la
razén de semejanza entre los lados de ambos hexagonos.

7. En un tridngulo regular ABC de lado 1 cm, trazamos los puntos medios, M y N, de dos de sus lados.
Trazamos las rectas BN y CM que se cortan en un punto O. ¢Son semejantes los tridngulos MON vy
COB? (Cual es la razén de semejanza? ¢ Cuanto mide el lado MN?

8. Una pirdmide regular hexagonal, de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a una
distancia de 4 cm del vértice, con lo que se obtiene una nueva piramide. ¢{Cuanto miden sus
dimensiones?
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2.2. Demostracion del teorema de Tales

Para la demostracidn se utilizan los triangulos ABC, ADCy OCA, que se muestran en la figura.

Vamos a dar varios pasos para demostrar el teorema de Tales.

e El area del tridngulo ABC es la misma que el area del triangulo ADC pues tienen la misma base,
(AC), y la misma altura (h), la distancia entre las rectas paralelas a y b:

Area (ABC) = Area (ADC) =CA - h/2 =5
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e El area del tridngulo OCB es la misma que el drea del tridngulo OAD pues hemos sumado a las
areas de los tridngulos anteriores, el area del triangulo OAC:

Area (OCB) = Area (OAD) =S + S'

e Calculamos el cociente entre las areas de los triangulos OAC y OBC. Para calcular las areas,
tomamos las bases que estan sobre la recta r, entonces la altura de ambos tridngulos es la
misma pues tienen el vértice C comun, por lo que el cociente entre sus dreas es igual al cociente
entre sus bases.

e Del mismo modo calculamos el cociente entre las dreas de los tridngulos OAC y OAD tomando
ahora las bases sobre la recta r’ y la altura, que es la misma, la del vértice comun A:

Area(OAC) _ S' _OAh, /2 OA Area(0OAC) _ S' _OCh,/2 _OC

Area(OBC) S+S' OB-h,/2 OB Area(OAD) S+S' OD-h,/2 OD

e Yahemos demostrado que Area (OBC) = Area (OAD) = S, sustituyendo:

Areal0AC) _OA _OC _ 0A 0B

. =—. (1)
Area(0OBC) 0B OD ~ OC OD
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e Para obtener la otra relacion de proporcionalidad utilizamos un razonamiento similar.
Calculamos el cociente entre las areas de los triangulos OAC y ABC tomando las bases sobre la
recta ry la altura del vértice comun C.

e Después calculamos el cociente entre las areas de los tridngulos OAC y ADC tomando las bases
sobre la recta r’ y la altura, que es la misma, desde el vértice comun A, por lo que ese cociente
es proporcional a las bases OCy CD:

Area(OAC) _S' _OAh, /2 _0A Area(OAC) _S' _OCh,/2 _OC

Area(ABC) S ABh /2 AB Area(ADC) S (CD-h,/2 CD

e Perocomo las areas de ABCy de ADC (S) son iguales se obtiene:

Are"(OAC)_O_A_O_C:%_ﬁ (2)
Area(ABC) AB CD ~OC (D’

Igualando las expresiones (1) y (2) se consigue la primera afirmacion del teorema de Tales:
0A_0B_AB _ OA_OC_AC
oc OD D OB OD BD

Actividades resueltas

OA 0B AB OA _OC AC _OA+0C+AC
e Demuestra que si — =——=— entonces — = — R ——
oc oOD D OB OD BD OB+0D+8BD
OA OB AB
En efecto, si decimos que — =—— =— =k obtenemos que:
oC oD (D

OA = k-OC; OB = k-OD; AB=k-CD => OA+ OB+ AB=k-OC +k-OD + k-CD = k{(OC + OD + CD)

Y despejando k hemos logrado probar que:
_OA+0OB+AB
OC+0D+(CD

OA _OC AC _OA+0C+AC
08 OD BD OB+0D+BD’

y por tanto

, el teorema de Tales.
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e Sean OAC y OBD dos triangulos en posicion Tales. El perimetro de OAC es 50 cm, y OB mide 12
cm, BD mide 9 cm y OD mide 9 cm. Calcula las longitudes de los lados de OAC.

Utilizamos la expresion del Teorema de Tales:

OA _OC _AC _OA+0C+AC
OB OD BD OB+0D+BD

sustituyendo los datos:
oA_OC_AC___ 50 50 5
12 9 9 12+9+9 30 3’
por lo que despejando, sabemos que:

OA = 122 =20 cm;

OD=9§=15cm,y

BD=9§ =15cm.

En efecto: 20 + 15 + 15 = 50 cm, perimetro del triangulo.

9. Sean ABCy AED dos tridngulos en posicién Tales. Se sabe que AB=7m,BC=5m,AC=4myAD=14
m. Calcula las dimensiones de AED y su perimetro.

10. Reto: Utiliza una hoja en blanco para demostrar el teorema de Tales sin ayuda. No hace falta que
utilices el mismo procedimiento que el libro. Hay muchas maneras de demostrar el teorema.

2.3. Reciproco del teorema de Tales

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el
punto O, y dos rectas a y b tales que la recta a
cortaalasrectasryr’ enlos puntosAyC,vyla
recta b corta a las rectas ry r’ en los puntos By
D. Entonces el reciproco del Teorema de Tales
afirma que si todos los segmentos formados
por los puntos A, B, Cy D son proporcionales,
entonces las rectas a y b son paralelas entre si.
OA_0OC _AC

=——=—— entonces ay b son paralelas.
OB OD BD
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Actividades resueltas

e En la figura adjunta se sabe que OA = 2 cm,
OC=2cm,AC=1cm,0OB=5cm, OD=5cm, BD =
2’5 cm. ¢Cémo son las rectasay b?

Sustituimos en la expresiéon del teorema de Tales:

OA _0C _AC 2 2 1
—, que se verifica ya que: —=—=—

0B 0D BD 5 5 25’
luego las rectas a y b son paralelas, y el segmento
AC es paralelo a BD.

e FEnla figura adjunta se sabe que OA =0C =2 cm, y que OB =5 cm = OD. Las rectas ay b no son
paralelas, ¢por qué?

Porque no verifica el teorema de Tales.
OA _0OC AC 2 _2 AC
OB OD BD 5 5 BD

No basta con que se verifigue una de las
igualdades, deben verificarse las dos.

Comprobacion: Mide con una regla los valores de
ACy BD.

11. Sean O, Ay B tres puntos alineados y sean O, C, D otros tres puntos alineados en una recta diferente
. . OA OC
a la anterior. Se verifica que —=—D. éPodemos asegurar que el segmento AC es paralelo al

segmento BD? Razona la respuesta.

12. Sean O, Ay B tres puntos alineados y sean O, C, D otros tres puntos alineados en una recta diferente

OA 0OC AC
a la anterior. Se verifica que — =——=——_. {Podemos asegurar que el segmento AC es paralelo al

OB OD BD
segmento BD? Razona la respuesta.
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2.4. Aplicaciones del teorema de Tales

Al estudiar la representacién de numeros racionales en la recta numérica aprendimos a representar
fracciones para lo que era necesario dividir segmentos en partes iguales.

Recuerda que:

Para dividir un segmento AB en n partes iguales se
traza una semirrecta r con origen en A donde se
sefialan, con ayuda de un compds, n segmentos
consecutivos de la misma longitud. El extremo del
ultimo segmento se une con B, y se trazan paralelas a
este segmento por cada uno de los puntos sefialados
de la semirrecta.

Observa que la figura obtenida es de tridngulos en
posicién Tales, y que los segmentos obtenidos en AB
son todos de igual longitud.

Del mismo modo el teorema de Tales nos sirve para dividir un segmento en partes que tengan una
proporcion dada. El procedimiento es el mismo que el anterior. La diferencia es que ahora Unicamente
nos interesa una de las divisiones de la semirrecta r.

El teorema de Tales también nos permite conocer mucho mas sobre la semejanza de tridngulos. Si dos
tridngulos son semejantes vamos a poder aplicar un movimiento a uno de ellos (traslacion, giro o
simetria) y colocarlo en posicion Tales con el segundo, y a partir de ahi utilizar el teorema de Tales. Esto
lo veremos con mas detenimiento en los apartados siguientes.

Actividades resueltas

e En la figura anterior hemos dividido el segmento AB en 6 partes iguales. Identifica los 6
tridngulos en posicion de Tales y calcula el factor de semejanza con respecto al primero.

Los tridangulos en posicidn de Tales son los que comparten el mismo angulo del vértice A.

Si llamamos d a la distancia entre dos cortes sobre el segmento AB, se puede calcular d = AB/6.

El factor de semejanza se calcula mediante la proporcidon entre sus longitudes. Al ser tridngulos en
posicidn Tales, sabemos que todas las proporciones son iguales para todos los lados, por lo que el factor
de semejanza coincide con la proporcion entre cualquier par de lados, incluyendo los que coinciden con
el segmento AB.

Tenemos entonces que la base del primer triangulo (el mas pequefio) es d, y la base del segundo
tridngulo es 2 - d, asi que la razén de semejanza de estos dos triangulos es 2.
De la misma manera, las razones de semejanza de los demas triangulos seran 3, 4,5y 6.

13. Busca otras relaciones de semejanza entre los triangulos de la actividad resuelta anterior. Por
ejemplo el sexto triangulo es el doble que el tercero.

14. Dibuja en tu cuaderno un segmento y dividelo en 5 partes iguales utilizando regla y compas.
Demuestra que, utilizando el teorema de Tales los segmentos obtenidos son, en efecto, iguales.

15. Dibuja en tu cuaderno un segmento de 7 cm de longitud, y dividelo en dos segmentos que estén en
una proporcién de 3/5.

16. Dibuja en tu cuaderno una recta numérica y representa en ella los siguientes fracciones:
a) 1/2 b) 5/7 c)-3/8 d)5/3
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3. SEMEJANZA DE TRIANGULOS

3.1. Criterios de semejanza de triangulos

éCémo se sabe si dos figuras son semejantes?

Ya sabes que:

Dos figuras son semejantes cuando tienen la misma forma pero distinto tamafio. Aunque esta
definicidon puede parecer muy clara en lenguaje natural, no es util en Matematicas, ya que no se puede
escribir en lenguaje ldgico.

Vamos a trabajar la semejanza con la figura mas simple que existe: el triangulo.

Las dos condiciones para la semejanza son la forma y el tamafio. Un tridngulo es una figura formada por
tres lados y tres dngulos.

Dos tridangulos tienen la misma forma si los tres dngulos son iguales. Si un solo dngulo es distinto tienen
distinta forma, y se trata de tridngulos no semejantes.

Cuando dos tridangulos tienen la misma forma, (los mismos angulos), podemos hablar de triangulos
semejantes. Si son semejantes, la proporcion entre sus lados es constante, como afirma el teorema de
Tales.

Dos triangulos semejantes tienen todos los angulos iguales y los lados proporcionales.

o
1]
oo
1]

ﬂ)?D
&ty B

Para reconocer dos triangulos semejantes no es necesario conocer todos los lados y angulos, es
suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de semejanza.

Criterios de semejanza de triangulos

Para que dos triangulos sean semejantes, deben tener sus tres angulos iguales. Esto se cumple en los
siguientes tres casos.

Dos triangulos son semejantes si:
Primero: Tienen dos angulos iguales.

Al tener dos angulos iguales y ser la suma de los angulos de un triangulo igual a 1809, el tercer angulo es
necesariamente igual. Con lo que ambos tridngulos se pueden superponer y llevar a la posicién de
triangulos en posicion Tales. Dos de sus lados son entonces coincidentes y el tercero es paralelo.

Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.
Si sus tres lados son proporcionales, necesariamente son semejantes por el teorema de Tales.
Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.
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Como acabamos de ver, la demostracién de los criterios de semejanza se basa en los criterios de
igualdad de tridngulos. Ya sabes que dos triangulos son iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres
angulos iguales, pero no es necesario que se verifiquen esas seis igualdades para que lo sean. Basta por
ejemplo que tengan un lado y dos dngulos iguales. Asi, se puede construir un triangulo igual a uno de
los dados en posicion Tales con el segundo y deducir la semejanza.

Ejemplo

e Los tridngulos de las ilustraciones son semejantes. Cada una de las figuras verifica uno de los
criterios de semejanza de tridngulos.

A A .
A A .
A 70° !
4f \6 8 12
B C ANer 5 B8 ¢ .
B g e 10 c
Primer criterio Segundo criterio Tercer criterio

Actividades resueltas

e Calcula los valores desconocidos b’y ¢’ para que los triangulos de datosa=9cm,b=6cm, c =12
cm. @' = 6 cm sean semejantes:

Sabemos que debe verificarse que: a/a’ = b/b’ = c¢/c’. Al sustituir se tiene: 9/6 = 6/b’ = 12/c’ y al
despejar: b’=6-6/9=4cm, c’=12:6/9 =8 cm.

17. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:

a) Un dngulo de 602 y otro de 402. Un angulo de 802 y otro de 609.

b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 802. Tridngulo isdsceles con dngulo igual de 509.
c)A=309,b=8cm,c=10cm.A’=309,b’=4cm,c’ =5cm
da=7cm,b=8cm,c=12cm.a’=14cm, b’=16cm, ¢’=25cm

18. Calcula el valor desconocido para que los triangulos sean semejantes:
a)a=12cm,b=15cm,c=10cm.a'=5cm, é b’ c”?
b)A=379,b=10cm,c=12cm. A’ =372, b'=10cm, éc?

19. Un triangulo tiene lados de 12 cm, 14 cm y 8 cm. Un tridngulo semejante a él tiene un perimetro de
80 cm. ¢Cuanto miden sus lados?
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3.2. Semejanza de triangulos rectangulos: teorema de la altura y del cateto

Los triangulos rectdngulos tienen un angulo de 909, asi que para que dos tridngulos rectangulos sean
semejantes les basta con tener otro angulo igual.

Si dos tridngulos rectangulos tienen un angulo, distinto del recto, igual, son semejantes y sus lados son
proporcionales.

Debido a esto, la altura sobre la hipotenusa, divide al tridngulo rectangulo en dos nuevos triangulos
rectangulos que son semejantes, (pues comparten un angulo con el triangulo de partida).

Utilizando ahora que los lados son proporcionales podemos escribir dos teoremas, el teorema de la
altura vy el del cateto.

Teorema de la altura

En un tridngulo rectangulo la altura es media proporcional entre los segmentos en los que divide a la
hipotenusa:

h_d
e h
En efecto, sea las longitudes de la altura AH = h, del
segmento BH = e, y del segmento HC = d, al ser el
triangulo ABC semejante al triangulo ABH y a su vez

semejante al triangulo AHC, estos dos tridngulos son B e
semejantes, por lo que sus lados son proporcionales,

por lo que:

Cateto menor de AHC / cateto menor de ABH = Cateto mayor de AHC / cateto mayor de ABH =

h_d
e h’
o lo que es lo mismo:
h* =ed.

Teorema del cateto

En un triangulo rectangulo un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y su proyeccién sobre

ella: A

a ¢

c d

¢ h
Por la semejanza de los triangulos ABC y HBA sabemos
que los lados correspondientes son proporcionales, 5 d | c
por lo que: 3 o
a

hipotenusa del triangulo grande ABC / hipotenusa del tridngulo pequefio AHB = cateto menor del
triangulo grande ABC / cateto menor del triangulo pequefio AHB
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o lo que es lo mismo:

Actividades resueltas

e Nos han encargado medir el ancho de un rio en varios puntos del curso. En la mayoria de los
puntos hemos podido medirlo con una cuerda, pero hay un ensanche en el que no podemos
medirlo asi. Vamos a inventar un método que aplica el teorema de la altura que nos permita
medirlo.

Vamos a una tienda y compramos dos punteros laser. A continuacién los unimos formando un angulo

de 909. Después vamos a la parte del rio
gue queremos medir y enfocamos uno de
ellos hacia la otra orilla hasta que veamos
el puntero. Ahora buscamos el puntero del
otro laser que habiamos colocado a 902 y
marcamos sobre el suelo.

Después de medir la altura a la que
sostenemos los punteros y la distancia de
la base hasta el segundo puntero, tenemos
los siguientes datos:

d=5cmyh=150cm.

Aplicando el teorema de la altura,

sabemos que:
h?=d - D, asi que D = h*/d.
Por tanto D = 150%/5 = 4500 cm = 45 metros.

20. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 3 y 4 cm, écudnto mide la altura sobre la hipotenusa?

21. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 3 y 4 cm, écudnto mide la proyeccidon sobre la
hipotenusa de cada uno de esos catetos?

22. Dibuja los tres triangulos semejantes para el triangulo rectangulo de catetos 3 y 4 en posicién de
Tales.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Tales de Mileto (ca. 624 — 548 a.C.)

Sobre la vida de Tales se sabe muy poco. Los antiguos opinaban
gue era excepcionalmente inteligente siendo considerado uno
de los Siete Sabios de Grecia, y que habia viajado y conocido los
saberes de Egipto y Babilonia.

Pero no existe ningun documento que certifique nada sobre su
vida, y es probable que no dejara obra escrita a su muerte.
Eudemo de Rodas escribidé una historia de las Matematicas, que
se perdid, pero alguien hizo un resumen de una parte, que
también se perdid, y en el siglo V d.C. Proclo incluyé parte de
dicho resumen en un comentario sobre los elementos de
Euclides. jEso es lo que sabemos sobre Tales y la Matematica!

ﬁay muchas leyendas sobre su vida como que: \

» Se hizo rico alquilando unas almazaras durante un afio en que la cosecha de aceituna fue
abundante

Fue mercader de sal

Fue observador de las estrellas. Un dia, por mirar las estrellas se cayé a un pozo, y cuan-
do se reian de ello dijo que queria conocer las cosas del cielo, pero que lo que estaba a
sus pies se le escapaba. ~

» Fue un hombre de estado / . : . _ \
. . L. Ademas de decirse de él que:
» Dirigié una escuela de ndutica

\ » predijo un eclipse,

» construyd un canal para
L. . . desviar las aguas de un rio
Sobre matematicas se le atribuyen diversos

) para que lo cruzara un
teoremas, aunque algunos ya eran conocidos por los Ferdiie
babilonios, pero quizas él utilizd un razonamiento

deductivo. Por ejemplo, se dice que demostro: y también se dice que utilizd la
semejanza de tridangulos para

VYV V

» Un angulo inscrito en una semicircunferencia

es un angulo recto » calcular la altura de la
> Un didmetro divide a un circulo en dos partes piramide de Keops,

iguales » la distancia de un barco a
> Un tridngulo isdsceles tiene dos dngulos igua- la playa

les éSabrias tu resolver esos dos
» Dos triangulos con dos angulos iguales y un dltimos problemas?

lado igual, son iguales
» Los angulos opuesto por el vértice son iguales

¢A qué todos estos teoremas ya te los sabias tu?
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Algunos problemas

e Calcula la altura de la Pirdmide de Keops sabiendo que su
sombra mide 175,93 metros y que al mismo tiempo la sombra
de un baston de altura un metro, mide 1,2 metros.

e Calcula la altura de un arbol sabiendo que su sombra
mide 15 metros y que al mismo tiempo la sombra de un
palo de altura un metro, mide 1,5 metros.

eUnos exploradores encuentran un rio y quieren A= Arbol 1 B = Arbol 2
construir una pasarela para cruzarlo, pero, écomo >\
conocer la anchura del rio, si no podemos ir a la otra
orilla? jPiensa! jPiensa! Seguro que se te ocurren
muchas buenas ideas, mejores que la que te vamos a RiO
comentar a continuacion.

e Buscas en la orilla opuesta dos arboles, (o dos rocas,

6\

0 ..), Ay B. Colocandote en tu orilla perpendicular a| C=Senal 1 D = Sefial 2
ellos, marcas dos seiales, (Sefial 1y Sefial 2), y mides ¥ ¥
asi la distancia entre esos dos drboles. Ahora A B'

midiendo angulos dibujas dos tridngulos semejantes.
Uno, en tu orilla, lo puedes medir, y por semejanza
de tridngulos calculas los lados del otro.

0 = Observador

-l &
0 Imagina que la distancia CD es de 10 metros,
que A’B’ mide 2 metros y que OB’ = 2,5 m.
¢Cuanto mide OB? Si OD mide 5 metros,
écudanto mide la anchura de rio?

(o] )
iPiensa! jPiensa!
— ¢COémo podrias conocer a qué

distancia de la costa esta un barco?
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Semejanza. 42B de ESO

o

(S

Rectangulos semejantes

Para saber si dos rectdangulos son semejantes se colocan uno sobre el otro,
con dos lados comunes, y si tienen la misma diagonal, son semejantes

Rectdngulos semejantes

No son semejantes

&

(S

Rectangulo aureo

Un rectangulo es dureo si sus lados estan en proporcion aurea. Todos los
rectangulos dureos son semejantes.

Si a un rectangulo aureo se le quita (o
anade) un cuadrado, se obtiene un
rectangulo semejante al de partida y por
lo tanto también 4ureo. y

Puedes construir una espiral con
rectangulos dureos cémo indica la figura
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RESUMEN

Ejemplos
Figuras Si las longitudes de elementos correspondientes son
semejantes proporcionales.
Razén de Coeficiente de proporcionalidad
semejanza

Semejanza en
longitudes, areas
y volimenes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una
figura es k, entonces la razén entre sus areas es K y
entre sus volimenes es k°.

Teorema de Tales

Dadas dos rectas, ry r’, que se cortan en el punto O, y
dos rectas paralelas entre si, a y b. La recta a corta a
las rectas ry r’enlos puntos Ay C, y larecta b corta a
las rectas ry r’ en los puntos By D. Entonces:

oA_oc_Ac
OB OD BD

Reciproco del
teorema de Tales

.0A 0C AC
Si — =——=—— entonces ay b son paralelas.
OB OD BD

Semejanza de

Dos triangulos son semejantes tienen todos los

triangulos angulos iguales y los lados proporcionales.
Criterios de Dos triangulos son semejantes si:

semejanza de Primero: Tienen dos angulos iguales.
triangulos Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.

Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo
gue forman es igual.

Teorema de la
altura

En un tridangulo rectangulo la altura es media
proporcional de los segmentos en los que divide a la

h
hipotenusa: —:ﬂ.
e

Teorema del
cateto

En un tridngulo rectangulo un cateto es media
proporcional entre la hipotenusa y su proyeccién

a ¢
sobreella: —=—.

c
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Figuras semejantes

1.

10.

11.

12.

13

14.

15.

Matematicas 42 B de ESO. Capitulo 6: Semejanza

Busca fotografias, planos, fotocopias, figuras a escala, etc. toma medidas y determina las razones de
semejanza. Calcula las medidas reales y comprueba que la razén de semejanza obtenida es
correcta.

En un mapa de carretera de escala 1:3000 la distancia entre dos ciudades es de 2,7 cm. Calcula la
distancia real entre dichas ciudades.

Un microscopio tiene un aumento de 500X, ¢qué tamafio tiene la imagen que se ve por el objetivo si
observamos un paramecio de 0,034 mm de didmetro?

Pericles murié de peste en el afio 429 a. C. Consultado el oraculo de Apolo debian construir un altar
en forma de cubo cuyo volumen duplicara exactamente el que ya existia. ¢ Cual debia ser la razon de
proporcionalidad de los lados? ¢Es posible construir exactamente un cubo con dicha razén?

En una fotografia una persona que sabe que mide 1,75 m tiene una altura de 2,3 cm. Aparece un
arbol que en la fotografia mide 5,7 cm, écuanto mide en la realidad?

¢Cuanto mide el lado de un icosaedro cuya superficie es el triple del de otro icosaedro de lado 4
cm?

Suponemos que un melocotdn es una esfera, y que su hueso tiene un diametro que es un tercio del
del melocotdn. ¢Cuanto es mayor la pulpa del melocotdn que su hueso?

¢Son semejantes todos los cuadrados? ¢Y todos los rombos? ¢Y todos los rectangulos? ¢ Cuando son
semejantes dos rombos? ¢Y dos rectangulos?

El 4rea de un rectangulo es 10 cm?, y uno de sus lados mide 2 cm, équé area tiene un rectangulo
semejante al anterior en el que el lado correspondiente mide 1 cm? ¢ Qué perimetro tiene?

¢Son semejantes todas las esferas? ¢Y los icosaedros? ¢Y los cubos? ¢Y los dodecaedros? éCuando
son semejantes dos cilindros?

La arista de un octaedro mide 7,3 cm, y la de otro 2,8 cm, ¢Qué relacién de proporcionalidad hay
entre sus superficies? ¢Y entre sus volimenes?

La medida normalizada AS tiene la propiedad de que partimos el rectangulo por la mitad de su parte
mas larga, el rectdngulo que se obtiene es semejante al primero. Duplicando, o dividiendo se
obtienen las dimensiones de los rectangulo A1, A2, A3, A4, A5.... El rectdngulo A4 mide 29,7 cm x 21
cm. Determina las medidas de A3 y de A5.

Dibuja un pentdgono regular y traza sus diagonales. Tienes un nuevo pentagono regular. ¢Cual es la
razon de semejanza?

Dibuja en tu cuaderno un pentagono regular y traza sus diagonales. ¢ Cuanto miden los angulos del
triangulo formado por un lado del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto? Este
triangulo se denomina tridngulo dureo, pues al dividir el lado mayor entre el menor se obtiene el
numero de oro. En la figura que has trazado hay otros triangulos semejantes al dureo, équé relacién
de proporcionalidad hay entre ellos?

El mapa a escala 1:1500000 de una regidn tiene un area de 1600 cm?, ¢cuanto mide la superficie
verdadera de dicha region?
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16.

17.

Eratostenes de Alejandria (276 — 196 a. C.) observé que en Siena la direccion de los rayos solares era
perpendicular a la superficie de la Tierra en el solsticio de verano. Viajo siguiendo el curso del Nilo
una distancia de 790 km (5 mil estadios) y midié la inclinacion de los rayos del sol en el solsticio de
verano en Alejandria que era de o = 72 12°. Utilizé la proporcionalidad: 2nR/790 = 3602/c. para
determinar el radio de la Tierra. ¢ Qué obtuvo?

Tenemos un conjunto de rectangulos de lados: A: 4y 7,B:2y5,C: 8y 14,D: 4y 10,E:3y 7, F: 9y
21. Indica cudles son semejantes. Dibuja y recorta el rectangulo A, y dibuja el resto de rectangulos.
Superpdn el rectangulo A con los otros rectangulos y explica que observas con el que es semejante.
¢Qué longitud tiene el otro lado de un rectangulo semejante a A cuyo lado menor mida 10 cm?

El teorema de Tales

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Divide un segmento cualquiera en 5 partes iguales utilizando el teorema de Tales. Sabrias hacerlo
por otro procedimiento exacto?

Divide un segmento cualquiera en 3 partes proporcionales a 2, 3, 5 utilizando el teorema de Tales.

Si alguien mide 1’75 m y su sombra mide 1 m, calcula la altura del edificio cuya sombra mide 25 m a
la misma hora.

Un rectangulo tiene una diagonal de 75 m. Calcula sus dimensiones sabiendo que es semejante a
otro rectangulo de lados 36 my 48 m.

Sean OAC y OBD dos triangulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 200 cm, y OA mide 2 cm,
AC mide 8 cm y OC mide 10 cm. Determina las longitudes de los lados de OBD.

En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que
aparece dibujado un tridngulo rectdngulo ABC, de lados a =
60, b = 45 y ¢= 75, subdividido en 4 tridngulos rectangulos
menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba ha calculado la
longitud del lado AD. Utiliza el teorema de Tales para
determinar las longitudes de los segmentos AD, CD, DE, DF,
EB, BF y EF. Calcula el area del tridngulo ABC y de los

triangulos ACD, CDE, DEF y EFB.

Semejanza de triangulos

24. El tridngulo rectdngulo ABC tiene un angulo de 542 y otro tridngulo rectangulo tiene un angulo de

25.

26.

362. ¢Podemos asegurar que son semejantes? Razona la respuesta.

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 25 cm y la altura sobre la hipotenusa mide 10 cm,
écuanto miden los catetos?

Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:
a) Un angulo de 502 y otro de 402. Un angulo de 902 y otro de 40¢.
b) Tridngulo isésceles con angulo desigual de 402. Tridngulo isdsceles con un angulo igual de 70¢.
c)A=729,b=10cm,c=12cm.A’=729,b’=5cm, c’ =6 cm.

da=7cm,b=5cm,c=8cm.a’=21cm, b’=15cm, ¢’=24 cm.
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27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

Calcula el valor desconocido para que los triangulos sean semejantes:
a)a=12cm,b=9cm,c=15cm.a'=8cm, éb’, c?
b)A=459,b=6cm,c=4cm.A’=452, b'=24cm, éa”?
Las longitudes de los lados de un tridngulo son 7 cm, 9 cm y 10 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 65 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?

La sombra de un edificio mide 23 m, y la del primer piso 3 m. Sabemos que la altura de ese primer
piso es de 2,7 m, ¢cuanto mide el edificio?

Demuestra que en dos tridngulos semejantes las bisectrices son proporcionales.

Un tridangulo rectangulo isésceles tiene la hipotenusa de longitud 9 cm, igual a un cateto de otro
triangulo semejante al primero. ¢ Cuanto valen las dreas de ambos tridngulos?

Uniendo los puntos medios de los lados de un tridngulo se obtiene otro tridngulo. ¢Son semejantes?
¢Qué relacidn hay entre sus perimetros? ¢Y entre sus areas?

La altura y la base de un triangulo isdésceles miden respectivamente 7 y 5 cm; y es semejante a otro
de base 12 cm. Calcula la altura del nuevo tridngulo y las areas de ambos.

Los tridangulos siguientes son semejantes. Averigua la medida de los dangulos que faltan sabiendo
que:

a) Son rectangulos y un angulo del primer tridangulo mide 529,

b) Dos angulos del primer triangulo miden 302 y 849,

35.

36.
37.

38.

39.

40.
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Los triangulos siguientes son semejantes. Averigua las medidas que faltan sabiendo que:

a) Los lados del primer triangulo miden 10 m, 15 my zm. Los del segundo: x m, 9 my 8 m.

b) Los lados del primer triangulo miden 4 m, 6 my 8 m. Los del segundo: 6 m, x my zm.

c) Un lado del primer tridngulo mide 12 cm y la altura sobre dicho lado 6 cm. El lado
correspondiente del segundo mide 9 cm, y la altura x cm

d) Un tridngulo isdsceles tiene el angulo desigual de 352 y el lado igual de 20 cm y el desigual de 7
cm; el otro tiene el lado igual de 5 cm. ¢ Cuanto miden sus otros lados y angulos?

Enuncia el primer criterio de semejanza de tridngulos para tridngulos rectangulos.

Los egipcios usaban una cuera con nudos, todos a la misma distancia, para obtener angulos rectos.
Formaban tridngulos de longitud 3, 4 y 5. ¢ Por qué? Los indios y los chinos usaban un procedimiento
similar aunque utilizando cuerdas con los nudos separados en 5, 12 y 13, y también 8, 15y 17. ¢Por
qué? Escribe las longitudes de los lados de tridngulos semejantes a los indicados.

Se quiere calcular la altura de un arbol para lo que se mide su sombra: 13 m, y la sombra de un palo
de 1’2 m de longitud, 0,9 m. {Qué altura tiene el arbol?

Ahora no podemos usar el procedimiento de la sombra porque el arbol es inaccesible (hay un rio en
medio) pero sabemos que estd a 30 m de nosotros. ¢Como lo harias? Pepe ha cogido un lapiz que
mide 10 cm y lo ha colocado a 50 cm de distancia. De ese modo ha conseguido ver alineado la base
del arbol con un extremo del lapiz, y la punta del arbol con el otro. ¢ Cudnto mide este arbol?
Arquimedes calculaba la distancia a la que estaba un barco de la costa. Con una escuadra ABC
alineaba los vértices BC con el barco, C’, y conocia la altura del acantilado hasta el vértice B. Dibuja
la situacién, determina qué tridangulos son semejantes. Calcula la distancia del barco si BB’ = 50 m,
BA=10cm, AC=7cm.
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AUTOEVALUACION

1. En un mapa de carretera de escala 1:1200 la distancia entre dos pueblos es de 5 cm. La distancia
real entre dichos pueblos es de:

a)60m b) 60 km c) 240 km d) 240 cm
2. Si un microscopio tiene un aumento de 1000X, iqué tamafio (aparente) piensas que tendrd la

imagen que se vea por el objetivo si observamos una célula de 0,01 mm de didmetro
a)lcm b) 1 mm c)0,1cm d) 100 mm

3. Queremos construir un cuadrado de area doble de uno de un metro de lado. El lado del nuevo
cuadrado debe medir:

a) 2 metros b) 2 metros c) 3/2 metros d) 1,7 metros

4. Sean OACy OBD dos triangulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 50 cm, y OA mide 1 cm,
AC mide 1,5 cm y OC mide 2,5 cm. Las longitudes de los lados de OBD son:

a) OB=10cm, OD=20cm, BD=30cm b) OB=25cm, 0D =10cm, BD=15cm
c)OB=10cm, OD=15cm, BD=25cm d) OB=15cm, OD =25cm, BD =30 cm.

5. En la figura adjunta los valores de x e y son: 28cem ________ >

.1

a)6y12cm b)5y19cm c)6y18cm d)5y20cm X y

6. Los tridngulos ABC y DEF son semejantes. Los lados de ABC L

miden 3,5y 7 cm, y el perimetro de DEF mide 60 m. Los lados de zem

DEF miden:

a)6,10y 14 cm b) 12,20y 28 cm €)9,1521m d)12,20y28 m
7. Dos tridngulos rectangulos son proporcionales si:
a) Tienen los catetos proporcionales
b) Tienen un angulo igual
c) Tienen un angulo distinto del recto igual
d) Sus areas son proporcionales

8. Los triangulos ABC y DEF son semejantes. El angulo A mide 3092, y B, 722. {Cuanto miden los
angulos D, Ey F?

a)D=72° E=782yF=302 b)D=302 E=882yF=722 c)D=309 E=72%yF=68°

9. La altura de un tridngulo rectangulo divide a la hipotenusa en dos segmentos de longitud 5y 4
cm, écuanto mide la altura?
a) 5,67 cm b)4 cm c)6cm d)5cm
10. La proyeccion de un cateto sobre la hipotenusa de un tridangulo rectdngulo mide 4 cm, y la
hipotenusa 9 cm, ¢cuanto mide el cateto?
a)7cm b)5cm c) 5,67 cm d) 6 cm.
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